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  The studies on optimal bounded control of stochastic systems subject to Gaussian 
white noise excitations are attracting many researchers in stochastic dynamics. This 
paper studies the problem of optimal bounded control of stochastic systems with 
viscoelastic damping. 
  The first part is mainly about the optimal bounded control of quasi integrable and 
non resonant Hamiltonian systems with viscoelastic damping subject to Gaussian 
white noise excitations. Firstly, the original system are transformed into differential 
equations without viscoelastic damping, The viscoelastic damping force is divided 
into two parts: one part change conservative force; another part change damping force. 
Then, the corresponding ôIt equation is established by using stochastic averaging 
method. Bring the optimal bounded control algorithm in semi infinite time interval 
built by dynamical programming principle to FPK equation. Based on the averaged 
equations, the ptimal bounded control of the system are investigated. The control 
effect and control efficiency of the viscoelastic systems are also investigated. The 
results show that the optimal bounded control has a good effect on the stochastic 
system with viscoelastic damping. 
  In the second part, based on the previous content the transient response of 
controlled Hamiltonian systems with viscoelastic damping subject to Gaussian white 
noise excitations is investigated. By applying the Galerkin method, the transient 
probability density can be expressed as a series expansion in terms of a set of 
orthogonal base Laguerre. Then, the approximate transient probability density for 
energy response can be obtained. Based on the approximate transient probability 
density for energy response, the optimal bounded control of transient response are 
investigated. The results show that the optimal bounded control forces on the transient 
response of a viscoelastic damping Hamiltonian system has a good control effect. 
  Keywords: stochastic averaging method, dynamical programming, optimal 
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所谓 优控制，就是要确定在时间区间 ),( 0 ftt 中的 优控制u，将系统（1.2.1）
































































式中 )(tB 为m维矢量标准 Wiener 过程； )(tX 为 n维矢量系统状态过程； )(tu 为
同一时刻上状态 )(tX 的函数； )),(( ttu X 为 r维矢量 Markov 反馈控制过程；m与
σ 分别为给定的 n维矢量函数与 mn× 维矩阵值函数，满足唯一性与存在性条件；
















































))((),,()(  （1.4.4） 
式中 f 与 g为给定函数，分别称为流动成本与终时成本。 f 与 g同不为零时，控
制问题（1.4.1)与（1.4.4）称为 Boltz 问题； 0=f ， 0≠g 时称为 Mayer 问题； 0≠f ，




















∗ = )(inf)(  （1.4.6） 
式中 ∗u 称为 优控制，由 优控制产生的系统状态为 )(tX ∗ ，称为 优状态或者






解决确定性与随机 优控制问题的两个主要方法是 Bellman 的动态规划与
Pontryagin 的极大值原理，它们是 优控制的充分必要条件。 
动态规划又称为多级决策理论，是由 Bellman 提出的一种非线性规划方法。
















基本思路是，用动态规划方程（Hamilton-Jacobi-Bellman 方程或简称 HJB 方程）
将具有不同初始时刻与初始条件的一组 优控制问题联系起来，通过对该方程中










动态规划方程也没有足够光滑的解。上世纪 80 年代初，Lions 与 Crandall [26]首
先将所谓粘性解引入动态规划方程中，使动态规划方法得到快速发展并成为解决
优控制问题的强有力工具。 
极大值原理是由前苏联学者 Pontryagin 1956 年提出的。由于极大和极小可
以认为只差一个负号，所以 Pontryagin 极大值原理又称为极小值原理。由于极大
值原理是由变分法引申而来，因此，它的结论与变分法的结果有许多相似之处。
但是由于它能求解控制变量 )(tu 受边界限制的 优控制问题，并且不要求哈密顿
函数对控制量u可微，所以获得广泛的应用。该原理说，可通过求解增广 Hamilton
方程组得到任意 优控制连同 优系统的状态轨迹，该 Hamilton 方程组包括原
受控系统方程及其初始条件，伴随方程及其终时条件，以及 Hamilton 函数的极
大值条件。它是一个前向-后向确定性或随机常微分方程组，是一个初值-终值问

































求解，由俄国数学家 Grigoryevich Galerkin，Boris 发明的 Galerkin 方法是求解 FPK
方程瞬态解的一种有效方法。Sherreri 和 Bhandar 在研究 FPK 方程稳态解时首次
提出使用 Galerkin 方法[36]，之后 Wen 将 Galerkin 方法首次应用到求解 FPK 方程
瞬态解[37]。近几年来，Spanos 结合 Galerkin 法和基于等价线性化的随机平均法，
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